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Bestimmung der Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlicher

f:R?® R; entwickenum xo = (x°,X0)
Taylorpolynom 2. Grades:

V ektorform:;

F (%) » f(x0) +RIf (%) 0 (X Xo) +(X- %)L o Hess(x,) o (X- %)

V ektor V ektor V ektor Matrix V ektor

Matrix x Vektor > Vektor ; Vektor x Vektor - Skaar

adeo

Gradient: Nf(x) Q%T?‘—gag::é B(X, Y,)... gibt die kritischen Punkte an.
T eVg

g

Hessematrix;: Hess=

hier werden die kritische Punkte eingesetzt
Wenn Hessematrix des kritischen Punktes:
positiv definit—=>Minimum

negativ definit>Maximum

indefinit: Sattel punkt

Kriterium fur Definitheit einer Matrix A:

A= ga“ 22 bositiv definitfalls 1. a, >0 > f, >0
- a5, zfa

a; S,

B1

2. det >0 d.hindiesem Fal

Xy

fXX
det

X yy

= fo- f, - £2>0

ga“ ; negativ definit falls (A) positiv definit
a5, zfa

dles andereist indefinit.
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Mehrfachintegralg
1. Imalgemeinen wird die Dimension des Integrationsgebietes erhoht.
bj (X2)
, Of (X, y)ds= g oOf (%, y)dydx
S aj (x)

Integration von ,,innen” nach , aul3en®
Beim Vertauschen auf die Integrationsgrenzen achten!

3. Doppelintegrale
a. FHache
b. Rauminhalt eines geraden Korpers
4. Dreifachintegrale beschreiben das VVolumen eines Korpersim Raum

5. Variablentransformationen:

Transformation Doppelintegral: kartesische Koordinaten - Polarkoordinaten

X, Y® r,F mitx=rcosF)
und Y =rsSin(F)

X292 (X) rp hy(r)

0O Of (X, y)dydx = ¢~ (r,F)rdFdr
X1 01 (X) ry by (r)

Transformation Dreifachintegral: kartesische - Kugelkoordinaten

Xy.z® r,F,g “mit X=rcos(F)sin(q)
y=rsin(F)sn(q)
z=rcos(q)

af (. y, 2)dxdydz = ¢gg¥ (r,F ,q)r* sin(q )dadF dr
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Lésungen von linearen Gleichungssystemen

g, 0

-

a, 9
Allgemein: A- X = b mit A als Koeffizientenmatrix und X = g sb= g -
gxnﬂ gb 5

Der Rang von A heif3 Rang des LGS =n x =0 heifit triviale Ldsung

Fallunter scheidung:
Homogenes LGS (5 = 6) Inhomogens LGS(b * 0)

| Regulérer Fall: A ist invertierbar ( det]A* 0, Rang A =n)
Die Inversion wird mittels Gauss-Jordan Algorithmus ausgefhrt.

A-x=0[-A A-x=b| A?

A- Al x=A'.0 A- Al x=A'-b

E-x=0 E-x=A'-b

x=0 x=Al b

I Damit es fur ein homogenes Dieletzte Zeile ist die Losung

LGS weitere L dsungen aul3er des LGY( ein Vektor, d.h. ein Punkt)

der trivialen gibt, muf3 daher

det|A|=0 sein!

Il singuléarer Fall (A nicht invertierbar, det|A|=0, Rang A <n)

S=elementare Umformung

A-x=0|S A-x=DbI|S
~ Gauss ~ Gauss

B® SA-x=0 B® SA- x=Sh- c

By B, . Buo KO 0 2B, B, B, 0 840 280

Cc 0 B, BZn+ (;Xz+ (;0+ C 0 B, B, + (;X2+_ (;sz

S0 0 B,. B~ er ~Go S0 0 B,. B, gx,: gx,j
o 0 b 0FE ki o 0 0 058; s

dimL=n-r 1Al c.,..c =0, Rang(AB) = Rang(A)

dimL = n-r (LOsung ist eine Gerade,
Ebene oder Raum mit 0 als Ursprung)

2Fall ¢, * 0,Rang(Ab) ! Rang(A)
L={}

Dimensionsformel: Rang A +dimL =n

Der Lsungsraum eines homogenen Der Lsungsraum eines inhomogenen
LGS hildet einen linearen Unterraum LGS einen affinen Unterraum zu R"
(Untervektorraum) von R"
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\Wegunabhéngigkeit eines Vektorfeldeg

Aufgabe:
Gegeben ist ein Vektorfeld f
Man soll bestimmen ob es wegunabhéngig integrierbar ist oder nicht.

Vorgangsweise:

EsmuBgelten: f =NF

das heil3t, dal3 folgendes Kriterium erfillt sein mul3:
&:m wobei i1 jist

ix; X

man bildet aso die partielle Ableitung der i - ten Komponente des Vektorsnach x ; und untersucht,
ob diese gleich der partiellen Ableitung der j - ten Komponente desVektorsnach x . ist.

st dieses bei dlen Komponenten der Fall, so handelt essich um ein Gradientenfeld

und die Wegunabhéangigkeit des Integrals ist erflillt.

Beispiele:
2weidimensional :
B 0
Gegeben ist das Vektorfeld f = g" 2
Yo

man soll bestimmen ob essich um ein Gradientenfeld handelt
man leitet also die erste Komponente (x?) partiell nach y ab
(=) _,

iy
anschlief?end leitet man die zweite Komponente (y?) partiell nach x ab
ﬂfZ( = y2) - 0

x
man sieht, dal3die Ergebnisse gleich sind und somit handelt essich um ein Gradientenfeld.

dreidimensional :
analog zum zweidimes onalen, allerdings muf man berticksichtigen,
dal3nun dasVektorfeld ausdrei Komponenten besteht :
o, 0
f=ch,t
& o
somit milssen gleich drei Bedingungen erfiillt sein, damit f unabhéngig vomWeg integrierbar ist :
t, _1f, it, _ 1f, it, _ TF,
™, ™ % Tx, X, X,
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L 6sung eines Eigenwertproblems (A -1 E)X =0

Schritt 1:
L 6sen der charakteristischen Gleichung : det(A-1 E) =0
Beispid :
20 0
detdee 29 aé %0
éﬁz 1@, B 15
p det OO =0

P @-1)*@-1)-2*2=0p (1-1)2=4P -l +1=+2b |, =-11,=3
Schritt 2:

Einsetzen in ein homogenes lineares Gleichungsystem um X zu ermitteln
Beispid : (man muf3 das Gleichungsystem sowohl fir | , alsauch fur | , [6sen
farl,

€éd 20 a1 O aJ

&l o
Fo 15 80 -1 T NTE

Schritt 3:
Normierung der Eigenvektoren X, dasheil3t auf Léngelbringen

- 1e&lo

s
1 a0
2%;

X, =
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